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RESUMO
O objetivo deste trabalho ê de obter uma descrição de 
Aut(G), o grupo de automorfismos de um grupo finito G, ten­
do como informação inicial apenas o conhecimento da rede de 
subgrupos de G.
A técnica básica usada aqui é de produto-grinalda. Os 
resultados obtidos são de dois tipos:
a) uma confirmação de resultados clássicos obtidos por 
meios diferentes;
b) uma caracterização original de automorfismos de uma 
classe de grupos que generaliza os grupos diedrais.
Este último resultado constitui o conteúdo do CapTtulo 
VI do traba 1 h o .
ABSTRACT
The objective of this Master's thesis is to obtain a 
description of Aut(G), the group of automorphisms of a finite 
group G, when one has only a description of its lattice of 
subgroups.
The basic technique used here is the wreath-product.
The results obtained are of two tipes:
a) a confirmation of classic results obtained by other 
methods;
b) a original caracterization of automorphisms of a 
class of groups which generalizes the dihedral groups.
Chapter VI consists of a demonstration of this last 
result.
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INTRODUÇÃO
Neste trabalho, pretendemos estudar áutomorfismos de um 
grupo finito G, tendo como informação inicial apenas o conhe­
cimento da rede de subgrupos de G.
Os subgrupos próprios de G tim, como regra, uma estru­
tura mais simples do que G. Por esta razão, e natural pergun­
tar-se se, conhecendo o grupo de áutomorfismos Aut(H) para 
certos subgrupos próprios H < G  (onde <  denota a relação de in­
clusão entre os subgrupos), poderíamos obter algumas informa­
ções sobre Aut(G). Então, partindo da rede de subgrupos do 
grupo G e usando o "produto-grinald a " (wreath product) como 
a ferramenta principal, tentaremos caracterizar o grupo 
A u t ( G ) .
Antes de iniciarmos este trabalho, fizemos uma consulta 
a "Reviews on Finite Groups" (veja , cap.XVIII - Auto­
morphisms of Groups), que se refere as publicações sobre g r u ­
pos finitos, do período 1940/1970, e também a "Mathematical 
Reviews", nas subdivisões referentes ã teoria de grupos, nos 
volumes correspondentes ao período 1971/1983. Nessa consulta, 
não encontramos nada sobre áutomorfismos de grupos finitos 
com o enfoque pretendido neste trabalho.
CAPITULO I - NOÇOES E NOTAÇÜES
Grafo e seus automorfismos:
Um grafo P e um par (V,E), onde V e um conjunto fini­
to, não vazio, cujos membros são chamados vértices, e E é 
um subconjunto do conjunto V x V ,  de pares de vértices. Os 
membros de E são chamados arestas (veja [l] ).
Definimos um automorfismo de um grafo V  , A u t ( P )  , 
como sendo uma permutação c< de V tal que, se (v, w ^ 6 E, e n ­
tão (°<.v,<*w^€:E, para todos v, w e V  .
No nosso estudo, arestas serão formadas por pares de 
subgrupos, um deles incluído no outro, isto é, pares ordena­
dos. Esta razão nos leva a seguinte definição:
Um grafo é orientado (que indicaremos por C  ) quando 
atribuímos uma ordem a cada um dos pares que constituem- as 
arestas. Geometricamente, as arestas tem um sentido.
Um automorfismo oc de um grafo orientado é um automor­
fismo de grafo que preserva a orientação das arestas*, isto 
é, se [v, w) é uma aresta orientada do grafo, então («cv,otw) 
é também uma aresta orientada deste grafo.
Rede de subgrupos:
A rede de subgrupos de um grupo finito G é um grafo o r i ­
entado (P0(G)), cujos vértices correspondem aos subgrupos de 
G e arestas orientadas ( , H2 ^ correspondem aos pares tais
que Hi<  h2 •
Podemos visualizar a rede de subgrupos de um grupo num
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diagrama (isto é, o diagrama é uma interpretação geométrica 
do grafo). No diagrama, a linha que une dois subgrupos indi­
ca a relação de inclusão, onde aquele que estã contido fica 
abaixo daquele que o contém e, para tornar o diagrama mais 
transparente, evitam-se as linhas que resultariam, de modo 
óbvio, pela lei da transi ti vi d a d e .
Por exemplo, representemos a rede de subgrupos para o 
grupo diedral D4 que aproveitaremos no Cap.II. (Lembre que
grupo diedral Dn é definido por Dn = (an = Z>2 = e; bab~^ = a " 1 )).
No diagrama, o sTmbolo ^  entre dois subgrupos indica 
que os mesmos são conjugados; a moldura 0  informa que o
subgrupo é normal e indica o centro do grupo (veja na
definição de centralizador, a seguir).
Num grafo, os subgrupos podem ser descritos por seus 
geradores, como vemos a seguir.
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a, b
Em certas ocasioês, vai nos interessar a rede de subgru­
pos com certa propriedade, por exemplo, subgrupos normais.
Normali z a d o r :
Seja G um grupo e H um subgrupo de G. 0 normalizador de 
H em G, denotado por Nç(H) , é o conjunto
Ng (H) = [ g e  G l gHg~ 1 = H ) .
Note que Nq(H) e subgrupo de G e o subgrupo H e nor­
mal em Nq{H) » (Notação: H<JN6 (H)).
Centrali z a d o r :
Seja G um grupo e H um subgrupo de G. 0 centralizador 
de H em G, denotado por ZG (H ) , é o conjunto
Z g(H) = j ^ g S G  | ghg " 1 = h ,  V  h £  H |
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Obviamente, ® subgrupo de G. Além disso, Zq (H )
e também subgrupo de NG (H ).
Note que H H  Zq (H) = ZH (H) = Z(H), o centralizador de
H em H, isto é, o centro de H. Isto pode ser visualizado no 
diagrama
N g (H)
Produto cindido (normal product, splitting extension, semi-
direct product):
Seja G um grupo finito e H um subgrupo normal de G 
(H<3 G ) . Se existe K < G ,  K A H  = { e\ , tal que K = G/H , ou 
seja, se existe isomorfismo / r K - ^ G / H ,  dizemos que G é 
produto cindido de H por K. Desta forma, o diagrama abaixo 
é comutativo
H — G ■ ^  > G/H
K
No diagrama, i e j são inclusões de H e K em G, respec­
tivamente, e I  é projeção de G em G/H.
Por definição, o subgrupo K atua em H por conjugação
de seus elementos, isto é, khk"^ G. H , para k€ K e h ^ H .
0 produto cindido G pode ser visualizado no seguinte 
diagrama
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G
H
O
K (1)
M
A definição dada explica como um grupo G pode "cindir" 
em seus dois subgrupos H e K. E Õbvio que existe uma corres­
pondência biunTvoca entre os elementos de G e pares (h,k) do 
produto H x K (veja diagrama), com a lei de composição
(h,k).(h* ,k' ) = (h . « ^  (h '), k k 1) , onde = kxk “ 1 .
E natural perguntar-se como reverter essa construção $ 
isto é, dados dois grupos abstratos H e K, como construir um 
grupo G tal que G cinda, tendo H ‘ = H como seu subgrupo 
normal e tendo K 1 = K isomorfo a sua imagem homomorfa G/H'.
Notamos que, para dar uma definição, é necessário saber 
como K atua em H, isto é, precisamos de um homomorfismo 
($ : K Aut(H) .
Definição: A extensão semi-direta de H por K, com dada 
ação , é o grupo de pares (h,k)è H x K, com a lei de compo-
quanto ã ação de ($), escrevemos simplesmente G = H><| K .
Verificamos facilmente que, de fato, G e um grupo e que
K * = ^ (e , k ) : k .6 K ] .
Então as duas noções, a do produto cindido e a da exten­
são semi-direta, estão relacionadas entre si do mesmo modo 
como as noções de -sonia direta e de produto cartesiano: a pri­
meira e uma descrição interna, e a segunda, externa.
(h , k ). (h ' , k 1 ) - (h. cP|c(h')* kk') e serã denota­
do por G = H X J , q K . Se nao houver risco de ambigüidade
G cinde, com componentes H'
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Produto-gri nalda (wreath product):
Seja A um grupo finito e Sn o grupo de todas as permu­
tações de um conjunto de n símbolos. Formemos a extensão se- 
mi-direta G, de H por K, onde H = A X  ... X A  é normal em
n
G , K c S n e as permutações de K atuam em H, permutando so­
mente os índices dos elementos (a-| , ..., an ) G H ,  isto é,
para ffêK, (a -j , ..., a n ) £ H ,  a ação de 51 e dada por
•••» an ) = (a <T(l)’ •••» a er(n))‘
Para simplificar a notação, os elementos de G serão in­
dicados através de sequências (a-|, ..., an ;Q'), onde a . & A  ,
para i = 1 , 2 , ..., n e em vez da notação mais cor­
reta, mas desnecessariamente formal, ((a -j , ..., a )» Cf ) .
Então, a lei de composição entre os elementos de G é 
dada por
( a i » •••’ an » Qr)(b i> •••» bn ’ ) = (a -j b^^ j ,. . . , a nbcr( n • 
0 grupo G, assim formado, é chamado produto-grinalda de 
A e K C  Sn e denotado por l\[K .
Em geral, sabendo que G cinde em H e K, não podemos ain­
da determinar a classe de isomorfismo de G. Mas, no caso de 
produto-grinalda, a ação de K em H (determinada por (p ) , é dada 
explicitamente, e, por isso, pode-se falar sobre o produto - 
grinalda (ja que é um grupo determinado univocamente). 
Naturalmente, a ordem deste grupo é o(H).o(K)
= (o (A ))n . o ( K) . (A notação o(G) indica a ordem do grupo G.) •
0 diagrama correspondente ao grupo A ^ K  é
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A X . . .
Um exemplo simples e o produto-grinalda Este
grupo é isomorfo ao grupo Gn = GL (n , TL ) O  (D ( n , IR) , o grupo 
das matrizes monomiais com elementos 0, 1, -1. De fato, se 
identificarmos 2 ^ com o grupo multiplicativo [ - 1  1 \ , os 
elementos de ZZ2 Í.Sn da forma (e-j , . ep ; er) podem ser 
representados por:
\
V
(Mg.) = A
Aqui, M 0V é a matriz de permutaçao (Jrv.j-^ v ^  .j ^ , onde
| v.. ^ é uma base do espaço IRn . Note que a matriz A 
permuta sequências (vetores no IRn ) da forma l i i \ ,
\ /
^i " l 1 , i ~ 1 , 2 , n.
Geometricamente, estas sequências representam vértices 
do cubo Cn . Então sn > isomorfo a Gn> é isomorfo ao gru'
po de simetrias do cubo C .
Por outro lado, o grupo de simetrias do cubo C = C 
tem a estrutura do grupo TL^ XS^. Geometricamente, podemos
interpretar este grupo da seguinte forma. Inscrevemos dois 
tetraedros regulares em um cubo, conforme vemos na figura 
abaixo
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Qualquer simetria do cubo resulta em simetrias dos dois 
tetraedros, permutando os vértices de cada figura em si m e s ­
ma ou um tetraedro em outro. 0 grupo e interpretado geo­
metricamente como o grupo das simetrias do tetraedro regular, 
por possuir 4 vértices. A inversão central - 1 ^  é uma sime­
tria do cubo, tem ordem 2 , comuta com as demais simetrias e 
intertroca os dois tetraedros. Sendo assim, gera um fator di­
reto do grupo de simetrias, isomorfo a ZZ^ . Desta forma, ve­
mos que ZZ2 X S^ corresponde ao grupo de simetrias do cubo.
CAPITULO II - RELAÇÜES ENTRE Aut(G) e Aut(P(G))
Cada automorfismo do grupo G induz uma permutação de 
seus subgrupos. Então, temos um homomorfismo h de Aut(G) 
em A u t ( P ( G )).
Muitos automorfismos do grafo ^(G) não correspondem 
a automorfismos do grupo G. Então, vamos analisar a imagem 
7z(Aut(G)) em Aut(P(G)). Mesmo assim, esse caminho não é 
muito promissor, como veremos analisando alguns grupos fin i­
tos, onde o grupo de automorfismos jã e conhecido. 
Consideremos o grupo ZZg = Zg-XZZg . Temos
Aut(ZZ X Z Z ) = A u t ( Z ) X A u t ( Z Z )  se ( p , q ) = 1 . Então,r M r M
Aut(ZZg ) =  Aut(ZZ2 ) X Aut(ZZ3 ) = [e] X Z 2 = ZZ2 . (E maisiifã-
cil obter este resultado, notando que automorfismos de gru­
po levam geradores em geradores, então, para 7Zn , os auto-
mo^fismos são da forma <*.  ^: s a 1 , onde = TL (a
notação indica o grupo gerado pelo elemento a) e
(i,n) = 1. Mas queremos, aqui, destacar o fato que o único 
automorfismo não trivial de Z g  atua dentro do subgrupo iso­
morfo a n 7 ) .
A rede de subgrupos de ZZg é dada pelo diagrama
ZZ6
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Vamos analisar os automorf i smos do grafo P(ZZg) .
Este g r a f o )
mam um circuito fechado. Assim, identificando-o com um qua­
drado, vemos que possui 8 automorfismos e temos Aut(P(ZZg)) =
. Mas Aut(ZZg) = ZZ ^ e, em h : Au t (ZZg )—> Aut(P(Zg)) , a
imagem h(TL2 ) em é trivial.
Automorfisnios de um grupo preservam a relação de inclu­
são entre seus subgrupos. Por essa razão, vamos considerar, 
agora, 0 grafo orientado Q  (ZZg) .
0 único automorfismo não-trivial em Aut(f^(Zg)) é a-
quele que permuta os vértices correspondentes aos subgrupos 
ZZ2 e Z g  . Em outras palavras, permuta dois subgrupos de ní­
veis diferentes (nível, no grafo, corresponde ã ordem dos 
subgrupos). E automorfismos de grupo permutam subgrupos den­
tro de um mesmo nível .
Temos Aut ( V0 ( ZZg )) = ZZ2 , mas, mesmo assim, h ( Z 2 )
em Z 2 é tri vi al .
Estas considerações ja sugerem quais automorfismos de 
P(G), ou de ro(G), nao correspondem, com certeza, a automor- 
fismos do grupo G. Por isso, seguiremos com a análise de di­
ferentes níveis do grafo, separadamente.
Vamos analisar um segundo exemplo: 0 grupo diedral .
0 conhecimento de todos os seus subgrupos próprios (veja d i ­
agrama no Cap.II) vem facilmente da sua interpretação geomé­
trica como 0 grupo de simetrias do quadrado.
, possui 4 vértices e 4 arestas que for-
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As possíveis imagens dos geradores a e b de D ^ , onde
4 2a = 2? = e, sob um automorf i smo o£- sao
<*(a) = a 1' , i = 1 , 3
oc(b) = a^b , j = 0, 1, 2, 3.
Daqui, temos que o (A u t (D ^ ) ) 4  2.4 = 8 .
Por outro lado, note que, para os automorf i smos <*-,(3 
de D4 , dados por
3Oi :a —=» a e jb :a —> a ,
b —> ab b —■» b
temos = e e ^ o L   ^ = o<í  ^ .
Então Aut(D^) = D^ .
Vamos procurar a imagem -/z(Aut(D^)) em Au t ( fj, (D ^ )) .
Observemos o nível 4. Temos aqui 3 subgrupos, mas os 
automorfismos de D^ permutam apenas os subgrupos isomorfos
entre si (ZZ2 XZZ2 )» deixando ZZ^ = <£ a^> invariante. Isto
significa que, entre os automorf i smos. do grafo orientado, 
devemos considerar aqueles que, dentro de cada nível, pre­
servam a relação de isomorfismo entre os subgrupos.
Passemos ao nível 2. Aqui, temos 5 subgrupos isomorfos
a ZZ2 , mas um deles, , e 0 centro de D^. E 0 centro
é um subgrupo característico (um subgrupo é característico, 
quando permanece invariante sob a ação de qualquer automor- 
fismo do grupo). Isso mostra que os subgrupos isomorfos, que 
são permutados, devem desempenhar 0 mesmo papel no grupo. 
Assim, temos 4 subgrupos que são permutados entre si,
20
no nível 2. Então, é como se tivéssemos o produto 
Z 2 X Z 2 X 2Z2 X ZZ2 , com permutação de "eixos" dele, e, por
isso, podemos formar o produto-grinalda A u t ( Z 2 )Z S4 = {e}}S4
Neste momento, vamos procurar a imagem ^(Aut(D^)) em 
Aut( 2Z 2 )i S^, pois jã não interessam todas as permutações de 
Aut(fi(D4 )) mas, sim, aquelas dentro do nível que estamos 
considerando.
0 homomorfismo fc:Aut(D4 ) -> Aut(2Z2 )l , ou seja , 
e injetivo, pois qualquer automorfismo não-tri- 
vial de induz uma permutação não-trivial dos 4 subgrupos 
isomorfos a ZZ2 . Basta tomar dois subgrupos isomorfos a TL2
que geram e observar que, se eles ficassem invariantes
sob um automorfismo ot de D^, todo 0 grupo permaneceria
invariante, isto é, teríamos <*• = e ; então, para oc ^  e , temos 
h(«) i=- e.
Voltando ao nível 4, e já que estamos considerando clas-
2ses de isomorfismo, podemos considerar 0 produto ( Z 2 X 2Z2 )
e formar 0 produto-gri na 1 da Aut(2Z2 X ZZ2 ) l S2 = S3 i S 2 .
Aqui, também, 0 homomorfismo S? e injetivo,
pois, caso tivéssemos h(oc) = e para c*:£e, significaria 
que, sob 0 automorfismo oí€ D^, os dois subgrupos isomorfos
a 2Z2 X 2 2 não permutariam entre si (0 que pode ocorrer) e
permaneceriam invariantes, 0 que implicaria em não haver 
permutação entre os subgrupos isomorfos a TL2 , que é uma
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contradiçao, pela argumentação anterior.
Com a análise que fizemos, relacionando Aut(D^) com
diferentes produtos-grinalda (que formamos a partir da veri­
ficação do grafo por níveis), conseguimos imergir o grupo 
Aut(D^) = D^ em dois grupos: S4 e S3 Í S 2 .
Observando a rede de subgrupos de D^, inicialmente nos
dã a impressão de que 0 nível 4 pode ser mais simples para 
buscarmos informações sobre Aut(D4 ), ja que tem apenas 2 
subgrupos isomorfos, do que 0 nível 2, que tem 5 subgrupos 
isomorfos, mas um deles característico. Mas observemos que 
o(Aut(ZZ2 X 7Zz )l S2 ) = o(S3 l S2 ) = 72 e o(Aut( ZZ£ ) l S4 ) =
= o(S^) = 24. A comparação das ordens sugere que a imagem
de Aut(D^) em presta-se melhor a análise do que a de
Aut(D^) em S 3 l S 2 .
As considerações feitas neste capítulo mostram de que 
maneira vamos procurar informações sobre Aut(G) no grupo de 
automorfismos de seus subgrupos próprios, 0 que faremos nos 
próximos capítulos. Analisaremos os subgrupos separando-os 
por níveis e, em cada nível (talvez não seja necessário a- 
nalisar todos), tomaremos subgrupos isomorfos, que desempe­
nhem 0 mesmo papel no grupo. Analisando a ação de um auto- 
morfismo ©Cde G restrita a este conjunto, procuraremos sa­
ber como permuta os elementos dentro de cada subgrupo e 
como mistura os subgrupos entre si, isto é, procuraremos d e s ­
crever «Ona forma (^J^ , ... > 5^*)» onde oc|^ é a restri­
ção de ot ao i-ésimo subgrupo e C  £ Sm descreve a permutação 
de H-j , . . . , H induz ida por ^  .
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E n t a o , na análise de exemplos que faremos nos capítulos 
seguintes, usaremos o seguinte diagrama
(Aut (H ) )m --->  A u t ( H ) l S m _ L >  Sm
X
f Z  $
/
Aut(G)
onde: li é projeção canônica de A u t ( H ) £ S m em Sm ;
f e homomorfismo de Aut(G) em A u t ( H ) i S m , dado pela
ação de Aut(G) nos m subgrupos isomorfos a H de G 
(ação dentro deles e por permutação dei e s ) ;
g é homomorfismo de Aut(G) em Sm , resultante da compo­
sição dos homomorf i smos f e X ( g  = l í o f ) ,  que re­
flete a ação de elementos de Aut(G), permutando m 
cópias do subgrupo H.
Pela escolha dos subgrupos por níveis, para a formação 
de produtos-grin a l d a , pode ocorrer que a imagem do homomor­
fismo /:Aut(G)-1? Aut(H)l.S , para algum H<G, forneça infor­
mações suficientes sobre Aut(G).
Se isto não ocorrer, há uma possibilidade de obtermos 
dados novos sobre Aut(G) pela análise de ,Ker(f), o núcleo 
de f, que, em geral, não é trivial.
E claro que, se a escolha para certo H<G não for sufi­
ciente, o mesmo procedimento será feito com uma nova escolha 
de H. Deste modo, obteremos um conjunto de subgrupos normais 
Ker(/), de diversos homomorfismos /, que, em certo grau, ca- 
racteri zain Aut(G) .
CAPITULO III - ANALISE DO GRUPO Aut(Q2 )
O grupo Q 2 > dos quaternios, é definido por:
Q 2 = (* • o • ^  = j 2 = (id ) 2 ) •
Sua rede de subgrupos é visualizda no diagrama:
Q 2
Observamos na rede que os três subgrupos isomorfos a 
ZZ^ são todos normais em Q2 , todos não característicos.
0 interesse neste grupo foi provocado justamente por 
este fato: temos alguns subgrupos isomorfos entre si e to­
dos com a mesma situação dentro da rede. Assim, como 
Aut(ZZ^) = Z 2 , formamos 0 produto-grina 1 da ZZ^S-j e, a
seguir, mostramos como podemos relacionar 0 grupo Aut(Q2 )
com 0 produto 2Z2 I S 3 .
Em Q2 , temos 6 elementos de ordem 4. Assim, por um au-
tomorfismo o<, enquanto 0 gerador i e levado em um dos 6 ele­
mentos, sobram 4 possibilidades para ^(j) (6 menos 2 ele - 
mentos do subgrupo gerado por &<(-£)).
Desta forma, o(Aut(Q2 )) 4= 24.
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As funções oi e fò , tais que 
ot (i) = i e
<*(j) = U i ) 3
/ô(i) = J
/3(j) = i )
podem ser estendidas a todos os elementos de Q2, assim que as 
extensões (denotadas pelas mesmas 1 etras c* e ) sejam auto- 
morfismos de Q 2 .
Mostramos, agora, que c* e J*> geram um grupo de 24 ele­
mentos:«^ tem ordem 4 e /3, ordem 2. Verifica-se, facilmente,
o
que o< =£ fb ; portanto, o (4 L < * ' $ >  ) > 8 . 0 automorfismo 
fiot, tal que j i —> j , tem ordem 3. Logo, o(<£°<,/2>//$o<'^>)> 
t o -* íà
8.3 = 24. Como ■<*,/£ <= Aut(Q2 ) e o( Aut (Q2 )) £  24 , afirmamos
que ) = 24.
Assim, o(Aut(Q2 )) = 24.
0 uso da notação (como se tivéssemos um elemento
do módulo (ZZ^ ) ) permite-nos empregar a notação matricial 
para descrevermos a ação de automorfismos no conjunto de ge-
5 2 2(onde k = ij e i = j '  - k
como é convencionalmente usado para o grupo Q2 ) 
Escrevemos
i \ / i 1 o o\ U
2
1 ,
oL o
W
0 0 - 1  
0 1 0 w
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n t f ]
( 0 1 0\
3 = i = 1 0 0 3
1 k l k 3) \ 0 0 -1 */
Assim, temos
n
0 0 ( 1 0 n 0 ° \
cK —y  A = 1 0 0 - 1 = 0 - 1 0 0 0 1
\ o 1 0 \ 0 0 1 1 ° 1 0 /
I o 1 /l 0 °\ 1 0
1 0 \
^ B = 1 0 0 = 0 1
0
1 0 0
\0 0 lo 0 -1 / ^0 0 1 /
Desta forma, obtemos uma correspondência entre
6  Aut(Q2 ) e A, B £  GL (3 , ZZ3 ) O  (J) (3 , IR) , que se es­
tende a um homomorfismo f: Aut(Q2 )-^ Z Z ^ S ^ .  Ao indicarmos
f(o<) = õ< , temos c* = ( 1 , - 1 , 1 ; (23)) e
p  = ( 1 , 1 ,- 1 ; (1 2 )).
Ao escrevermos um automorf i smo )0GAut(Q2 ) na forma 
(e-| , e 2 , e 3 ’ Q' ) è ZZ2 1  , o fato que f = ( 1 , 1 , 1 ; e) sig­
nifica que ) > pois interpretamos o elemento
( 1 , 1 , 1 ; e) da seguinte maneira:
(i) permutação e : Não há intertroca entre os 3 subgrupos
isomorfos a 2Z^ ;
(ii) ( 1, 1, 1) : a imagem de cada um dos 3 geradores e tam­
bém um deles.
Então, o homomorfismo f é injetivo.
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Verificamos, assim, que existe H< TL^XS^ , onde H
corresponde ã /(Au t(Q2 )), que e isomorfo a Aut(Q2 ).
Temos que o(ZZ2}_S3 ) = 48 e o(H) = 24.
Jã verificamos que Au t(Q2 ) = H e que ZZ2| S 3 = ZZ2 X S4 .
Como o grupo ZZ2 X , das simetrias do cubo, e bem
conhecido por suas aplicações em cristalografia, é desneces­
sário provar que seus únicos subgrupos de ordem 24 são iso­
morfos a ZZ2 X A 4 ou a S4 (veja tab.2, p.135, em [3] )• ü-
ma das diferenças entre estes dois subgrupos e que sõ um de­
les possui elementos de ordem 4. 0 automorf i smo , exibido 
anteriormente, tem ordem 4, portanto, c< £  TL^ X A^ . Logo ,
A u t (Q2 ) = S4 .
Com o resultado da análise feita ate aqui, temos carac­
terizado completamente o grupo Aut(Q2 ) .
No diagrama
ZZ| ---> S3 -- > S3
4 X
/ / »
/
A u t (Q2 )
podemos observar que g e um homomorfismo sobrejetivo, não 
injetivo, dado por
g : A u t (Q2 ) S3
o< —» (23) 
fl.-* ( 1 2 )
Assim, por Ker(g-), confirmamos facilmente o fato que 
ZZ2 X ZZ2 <  S 4 , onde Ker ( g ) = <  «X* , ( ^ / ò f  ^  .
CAPITULO IV - SUBGRUPOS DE SYLOW DE S fí
Neste capítulo, utilizaremos a mesma técnica do capítulo 
anterior, mas em situação reversa. Lã, conhecíamos o grupo 
de automorfismos de H < G  e obtivemos informações sobre 
Aut(G). Aqui, conhecemos o grupo Aut(G) e buscaremos in­
formações sobre o n9 de subgrupos de uma classe de subgrupos 
isomorfos de G, como mostramos no teorema a seguir.
T e o r e m a : Tome p primo, p á n  . Seja H um Sylow p-subgrupo de 
S n e seja k o número de subgrupos de Sn> isomorfos
a H. Então, para n > 4  , tem-se k > o  .
Demonstração: Para n > 4  , n ^ 6 , Aut(Sn ) = Sp . Para n = 6 ,
o (A u t (S )) = 2.n ! (veja [ 2 ] ). Neste caso , 
Inn(Sg) = Sg. Assim, 0 argumento que usaremos a seguir para 
S n refere-se, no caso de n = 6 , ao subgrupo InnfSg), dos au- 
tomorfismos internos de Sg.
Formemos 0 produto-grinalda A u t ( H ) l S k e 0 diagrama
(Aut(H) )k -----^  A u t (H ) S. S
f
k
Aut(Sn ) = S n
Jã que g\ Sn -í> S^ é homomorfismo (note que g = TC 0 f ) ,
é suficiente mostrar que g é injetivo e 0 teorema estará 
demonstrado.
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A imagem de g em e um subgrupo do grupo de per­
mutações de k símbolos. Este subgrupo corresponde ãs permu­
tações dos k subgrupos de Sn , induzidas pelos automorfis-
mos de Sn »
Os possíveis núcleos para g são [e^ , An e Sn , ja 
que são os únicos subgrupos normais em Sn (n>4) . ( An , co­
mo é usado normalmente, indica o subgrupo de S n das permuta­
ções pares) .
Vamos supor Ker(g-) = A n . Neste caso, para t o d o < * G A n 
(An < A u t ( S n )) e para todo i = 1 , 2, . . . , k , <*(H.j) =
onde S ê  An e o elemento que, sob o automorfismo *<., conju­
ga H-. Assim, para qualquer i fixo, A <  N<. (H s ). Este fato
impl ica em N<. {H-) = S ou A n , jã que o normalizador con- 
n
tem A n como subgrupo. E, assim, A <1 Nç. (H-). n n
A intersecção de dois subgrupos normais em G é também
normal em G. Assim, como A 4  N<. (H -) e como temos sempre
n n 1
H i N $ (H ^ )» segue que H i ^ A n < l A n » 0 <lue implica em 
n
H iA A n ' A n ou H in A n = \ ■
Em H ^ A p = A n , temos uma contradição, jã que A n não é
p-subgrupo de Sylow.
Se A n = { e \ , então H i = ZZ2 ou H i = { e \ , que
também e uma contradição, jã que nem TL^ nem [ e ^  são p-sub-
grupos de Sylow de Sn ( n > 3 ) .
fDl
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Vamos supor, agora, K e r ^ )  = S n - Neste caso, para todo 
cví 6  Sn = Aut(Sn ) e para todo i = 1, 2, ..., k, temos
a/ „ 1 /Si _c^(H^) = u  = H^, onde o i G Sn e o elemento que, sob
o automorf i smo <*, conjuga H^. Assim, H.j<S , o que também 
uma contradição, jã que ^  A .
Então, Ker(g) = {  e| e temos g injetivo. Logo, k ^ n .
CAPITULO V - AUTOMORFISMOS DE CERTO PRODUTO CINDIDO
Consideremos o grupo G:
G = (a, b , c; a^ = Zj^  = c^ = e, ba = a b , eac  ^ = £, c&c  ^ ) .
Podemos definí-lo, também, em termos de dois geradores, 
a e c, jã que b fica determinado por esses dois elementos. 
Escrevemos, então:
r / 3 _ 4 0 2 - 2  2 r -1' 1 * % 'G = (a, e; a - e = e , <? ac? = a , içae , aj = e ) .
Aqui, [x, yj = xyx~^y~^ indica o comutador de elementos
x, y.
0 uso desta segunda definição nos facilitará ao es cre­
vermos automorfismos de G.
Mostramos, a seguir, o diagrama correspondente ã rede 
de subgrupos de G, onde usamos a seguinte convenção:
H , K : subgrupos de G
s: n ° de subgrupos conjugados a K
n: n9 de cópias de H nas quais uma fixa copia 
de K aparece
m: n9 de cópias de K contidas em cada cópia de 
H
0 símbolo Dih indica um grupo diedral generalizado, 
em que temos: Dih(A) = <^ A , clp , onde A = TL ” , m > 2 ,
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Uma análise visual do diagrama de subgrupos de G expli­
ca as razões que nos levaram a analisar justamente este gru­
po:
- é um grupo de ordem relativamente pequena (o(G) = 36):
- não é abeliano nem um outro grupo que tenha a estrutura de 
Aut(G) bem conhecida;
- tem vários níveis (os níveis 2, 3, 4 e 6 ) com abundância 
de subgrupos que desempenham o mesmo papel em G.
Vamos caracterizar completamente o grupo Aut(G). Divi­
diremos essa caracterização nas etapas:
1. Ordem do grupo Aut(G) ;
2. Geradores ;
3. Condições de comutação de /$ . com
4. Hortiomorf i smo de Aut(G) em Aut(2Z^)|_Sg e
5. Homomorfismo de Aut(G) em Aut(2Z3 X Z 3 )^S-j .
1. Ordem de Aut(G)
Qualquer automorfismo de G fica determinado por sua a- 
ção em a e c , se utilizarmos a segunda definição de G. Nes­
te grupo, temos 8 elementos de ordem 3 e 18 elementos de or­
dem 4 que poderiam ser, respectivamente, as imagens de o. e
o sob um automorfismo. Assim, o(Aut(G)) 4  8.18 = 144. Como o 
centro de G e o subgrupo trivial, isto é, Z(G) = | e ^  , e sa-
• cbemos que Inn(G) = /z(G) * temos Inn(G) = G. 0 subgrupo 
Inn(G), dos automorfismos internos, é gerado por T  e ,
. CL O
que representam conjugação por a e por o , respectivamente. 
Escrevemos, então: Inn(G) = ^  ^  •
Ta é descrito pelas Órbitas de sua ação: (a, b , a , b ) 
e (<?), a Órbita trivial, enquanto que ^  é descrito pelas õr-
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2 2bitas (a) e (e, ab o> a. ba).
Sabemos que I nn (G ) <3 Au t (G ) . Então [Aut(G) : Inn(G)] =
= 1, 2, ou 4, jã que o(Inn(G)) = 3 6  e o (A u t (G ) ) 4 1 4 4 .
Precisamos verificar a existência ou não de automorfis- 
mos externos.
Seja oC uma função definida para j , cj em G tal que 
2o<.(a) = ab , Podemos e s t e n d e r á  a um automorfismo de G 
.<*(<?) = c
(que denotaremos pela mesma letra oó). 0 automorfismo não 
é interno, pois não existe x €■ G tal que x conjugue a com 
°C (a).
Seja, agora, fò uma função de | a , e |  em G tal que 
j$(a) - a . Também podemos estender ^  a um automorfismo de
fiie) = c 3
de G (que também será denotado por/3). 0 automorfismo/^ tam­
bém não é interno, jã que não existe x€ G  que conjugue a 
com /i(e) e, obviamente ,/2> não pertence ao subgrupo gerado 
por Inn(G) e ^  .
Verificamos, assim, que existem pelo menos 3 classes de 
automorf i smos externos (módulo I nn ( G )) : | [e] , \° \^ , [/S] j .
0 automorfismo não é interno, pois temos
2
Temos, também, ^  [f^] , pois se <*{$ = c<. k , k é  Inn(G), 
teríamos fò € Inn(G).
Analogamente, descartamos jã que isto impli­
caria em fò~ ^ y3 G  Inn(G), mas Inn(G), sendo normal em Aut(G), 
nos levaria ã conclusão que c ^ G I n n ( G ) .
Temos, então, pelo menos 4 classes de automorfismos exter-
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nos, dadas por: j [ e ]  , [«*•] , [/S*] , [*/£] \ , mas nao podemos 
ter mais do que 144/36, então temos o(Aut(G)) = 36.4 = 144.
2. Geradores
Já conhecemos Inn(G) = ^  . Conhecemos, também,
oC e fò , automorfismos externos.
0 automorfismo oC é descrito pelas órbitas de sua ação
2 2 2 2 2 2 (a, ab , b, a b , a , a b , b , a b ) e  (<?)> a orbita trivial.
- 2  (As demais orbitas formam-se de maneira obvia). Note que
coincide com Y c
0 automorfismo fb tem ordem 2. Obviamente não conseguire­
mos m tal que P  , jã que ^  = e.
Como e = 10 geram Inn(G) e como cx e fi geram 
todos os automorfismos externos, temos Aut(G) = ^  •
Em seguida, vamos gerar Aut(G) com apenas 2 automorfis
mos.
Seja A j  uma funçao de j a, b, em G tal que
/3 i j ( a ) =
= a J b 21
/Íu (o) - C 3
.2 . 2
As órbitas começam assim: a —*• a 1 £>J > a 1 J —» . . .
? ?
o —> a —* b —* . . .
3a —* c —■* c
2 2Se i = 0 ou j = 0, temos i + j  = l ( m o d 3 )  e, consequen-
2teme n t e , . . = e .i J
2 2 ~ 4Se i=£ 0 e j V=0, temos i + j =  2 (mod 3) e , e n t a o , /$.. = e* J
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Denotemos por y' o automorfismo de conjugação poruv
a ub v . Obviamente = e.
Para uma escolha conveniente de geradores, precisamos 
conhecer as condições em que os automorfi smos /£. e l^uv
c o m utem.
3. Condições para que fi. . ^  = ^ uv
Para o gerador a, temos
i j  uv uv / i j
/ V “’ ■ , 0
^ u v
que i m p l i c a  em = ^ u v A j  * para 9 u a i s ( 1u e r  u e v
i e j  .
Para o gerador c , temos
ij ^ u v ^ c ) = /^ij(aU^ Vca2U^ 2 V ) = A j ( a UfcVfc2Ua Vc) =
= /3 Íj(au + V& 2u + Vc) = (a 1 fcj )U + V ( a V i )2ü + ve 3 = 
u (i+ 2j) + v (i+j )b u (i +j )+ v (2 i+j)c 3= a
V\ â I \ I 3v u,v 3 2u,2v u.v.u 2v 3« uv A ' j ( e ' = * uv<c ) =  a b c a b = a b b a o
u+2v,u+v 3a b o
Ja que temos a unicidade de notação de elementos de G
na forma amb nc ^ , a igualdade existe se, e somente se, to­
das as potências são iguais. Assim, Y^uv = ^uv /^ij
quando j u (i + 2j ) + v(i+j) = u + 2 y 
u (i + j ) + v( 2 i+j) = u + v
0 sistema é equivalente a f 2u = u (2 i ) + v (2 j )
v = u ( j ) + v ( 2 i )
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Ou ainda (2 i + 1 )u + 2 jv = O 
ju + (2 i + 2 )v = O
, que equivale a
2i + 1 
j
J
i + 1
onde A =
Para que o sistema tenha solução, temos que ter det A = 0, 
2i + 1 j
i + 1
zes do espaço 2-dimensional, sobre o corpo ZZ^ . Então
det A = (2i + 1)(i + 1) + 2j2 = 2i2 + 3i + 1 + 2j2 =
= 2i2 + 2j2 + 1 = 2(i2 + j2) + 1
det A = 0 =3> 2(i2 + j2) + 1 = 0 
2(i2 + j2 ) = 2
.2 , .2 .i + J = 1 i = 0 ou j = 0 .
Se i = 0 (e j = 1,2):
/ 1 J \ / u
j 1 I l 2v ,
' 0 
\ o
u + 2jv = 0 =^ > u = jv 
'ju + 2 v = 0
(j2 + 2)v = 0 v = 0 ou j2 + 2 = 0 .
Se v = 0 =>> u = 0.
Se j2 + 2 = 0 =#> j = 1,2. Então: 
v = 1 => u = 1, 2 
v = 2 u = 1, 2
Quando
v = 0 , 1, 2 . 
Então, se v = 1,2 =à> u = 1,2
Se j = 0 (e i = 1, 2 ):
2i + 1 0 \ / u \ 1 0
0 i + 11 [ 2v \ 0
(2i + l)u = 0 
( i + l)2v = 0
(2i + 1 )u = 0 = 7> u = 0 ou i = 1.
37
j i = 1 =>> v = 0 
Se u = 0, )
( i = 2 = >  v = 0 , 1 , 2 .
Se i = 1 , u = 0 , l , 2 = | > v  = 0.
0 automorfismo fb , descrito anteriormente, satisfaz a 
condição: j = 0 e i = 1 . 0 automorfismo que comuta com é 
^ u v , u = 0, 1 , 2 e v = 0. Vamos tomar u = 2. Assim, o pro­
duto fí>'Cz tem ordem 6 > ( /3 ^ 2)3 = /^ e ( 2)2 = ^a ' 
Encontramos, assim, um novo sistema de geradores :
Aut(G) = « o < , / 3 r 2 >  .
4. Homomorf i smo de Aut(G) em Aut(ZZ4 )}_Sg
Como podemos escolher, para nosso objetivo, subgrupos 
em diversos nTveis, uma escolha natural e iniciarmos por 
Sylow-subgrupos de G. Temos apenas 1 Sylow 3-subgrupo ,
TL  ^X ZZ3 , e 9 Sylow 2-subgrupos, isomorfos a ZZ4 . Então, co­
meçaremos a analise no nível 4.
Para encontarmos um homomorfismo de Aut(G) em 
Aut(ZZ4 ) ^ S 9 = 7L2 l S 9 , vamos verificar a açao dos geradores
de Aut(G) nos 9 subgrupos ZZ^ .
Veremos que 0 grupo Aut(G) e um produto cindido de
2translações em ZZ^ por transformaçoes lineares do espaço 
2-dimensional sobre ZZ^ • Por este motivo, e mais convenien­
te utilizarmos, nesta fase dos nossos cálculos, os gerado­
res }(^ , t b , oC e fb do que oi e > apesar desta última 
escolha apresentar-se em forma mais compacta.
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Os 9 subgrupos são gerados por x.j = a^b^a ,
i , j = 0 , 1 , 2 .  Assim, podemos indicã-los por meio de vetores
€ TLÍ .
j ;
2Lembrando que o( : a àb
b —> ab
segue que c<{a}b^o) =
A notação 1 \ nos permite associar ao automorf i smo cxi
j
uma matriz A , A € GL ( 2, 2Z ^ )» o grupo das matrizes inversíveis, 
do espaço 2 -dimensional , sobre o corpo 2 ^ •
i \ / i + j \ / 1 1 \ / i \ / 1 1
oL
j
A =
2i + j ) l 2 1 / l j / V 2 1
Agora, verifiquemos a ação de sobre os 9 subgrupos 
Temos que : a a
b - + b 2
3o —9 e
Então ft>(a}b^a) = a ^ b ^ e 3 .
Queremos escrever a imagem de /ò em termos do gerador 
x... Então a ^ b 2,3«?3 = x ^  = (a 1 2>me ) 3 .* J ' v
Seja y = bm. Então (yc ) 3 = (ye)  ^ = o ^y  ^ = e 3y 2 . 
Temos a ^ b 2^c 3 = e 3y 2 =^> e a ^ b ^ c 3 = z/2 =^> a ^ b 1 = t/2 
y = a 2,3b 21 . Assim, (a^bJe) = a ^ b ^ e 3 = (a2 ^b 2 ^ e )3 .
Usando a notação de vetores 1 ' , escrevemos
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(i
' 2 j ^
o
1
CM
U i
OsJ
1
o J
Associamos, entao, ao automorfismo , a matriz
0 2
2 0
, B £ GL(2,ZZ3 ) .
Introduzindo esta notação, aproveitamos do homomorfismo 
h: GL(2,ZZ3 ) , dado por: í h(X) = A , já que
( h(/i) = B .
composição de automorfismos corresponde a multiplicação de 
matrizes. Este homomorfismo é injetivo, pois seu núcleo é 
o automorfismo trivial.
Operando com as matrizes A e B, verificamos a relação 
- 1 3BAB = A . Como temos o homomorfismo h injetivo, essa rela­
ção se preserva para <x e . Temos, então, =°<^ e,
Q Ocomo oc = /3> = e, temos a descrição da classe de isomorfis­
mo <^ °< = 1 6 a 2 (veja [ 7 ]  )•
Salientamos, aqui, que este grupo, 16P3a2» de 16 elemen­
tos, é Sylow 2-subgrupo de grupos Aut( ZZp X ZZ ) , ' para p pri' 
mo e p s 3(mod 8 ) .
A ação de fa e T b nos subgrupos isomorfos a ZZ^ em
G é dada por ^ ( a ^ c )  = a{a^b^ c)a~^ = a 1 + 1 fc^  + 2e .
Então v \ /I
E Kl b^ a ) - b(a? b^ a)b~^ = + .
Ou seja ' l'
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A ação de ](^ sobre o vetor ^  j é de uma translação.
0 mesmo acontece com )f^ . Como estamos trabalhando no corpo 
Z 3 , podemos colocar ^  ^  = ZZ^ , associando
( A  n\a I I e j , que sao vetores linearmente indepen­
dentes.
Os automorfismos ot e / 3 geram um grupo de 16 elementos, 
que e um subgrupo de GL(2,ZZ3 ) , e os automorfi smos e
geram um grupo de 9 elementos, de translações. Assim, temos
o ( < £ * ,  /*>, ra . rb ^ )  = 16.9 = 144.
2Este grupo e um produto normal de translações em TL3 
por transformações lineares de G L ( 2 , Z 3 ) . Anotemos
V  *  = zzl X  16 P3 a 2 .
Os elementos deste grupo podem ser escritos como pares
(tyl) , onde t é translação em 2Z 3 e Z 6  16P3a2 > com a
lei de composição = (t + lt', I I ')•
Assim, Aut(6 ) é isomorfo a um subgrupo do grupo afim 
A(2,ZZ3 ) , do espaço de dimensão 2, sobre o corpo Z 3 .
Pelos cálculos que fizemos, os automorf i smos <XS /3S 
e Tj podem ser escritos como elementos de ZZ2 |Sg, da for­
ma (e-j, ..., eg; 0") , onde c<, e correspondem a elemen­
tos em que e-| = e 2 = ••• = Sg = 1. Ao automorfismo fò c o r ­
responde um elemento onde e-j = e 2 = ... = e g = - 1 . Quanto ã 
permutação 6 , podemos determina-la facilmente para cx , y3  ,
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e ^b * com 0 uso da notaÇao ^  ^ j Para ca<*a gerador
a^b^o dos 9 subgrupos.
Com relação ãs permutações &  , destacamos o fato que o 
homomorfismo g que aparece no diagrama
^ 2  ----->  ^  Sg
* y
✓ v
Aut(G)
é injetivo.
5. Homomorfismo de Aut(G) em Au t ( X 72.^  )\
Em G, temos um Sylow 3-subgrupo, isomorfo a Z 3 XZZ.3 .
Este subgrupo pode ser interpretado como espaço vetorial so­
bre zz3 .
Qualquer automorfismo do espaço linear 7Z1] e automor-r
fismo do grupo ZZp X . . . X Z p = ZZp .
V ^ -------'
n
Assim, temos GL(n,2Z ) Q.Aut(2z") (onde indica umr r
homomorfismo injetivo).
Para que a outra inclusão seja verdadeira, i preciso v e ­
rificar que ■ c . & p  °<(kg) = ko<(g) , onde oc 6 Aut(ZZp ) .
Esta verificação e imediata por indução sobre k, apesar 
de sõ precisarmos usã-la para um numero finito de valores dek
Desta forma, Aut(Z^) Q G L ( n , Z  ) . Temos, então ,
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Aut(izjj) = GL(n,2Zp ) .
Por isto, escrevemos Aut(ZZ3 XZZ3 ) = GL(2,ZZ3 )
Uma análise da relaçao entre A u t (2 3 X ZZ3 ) 1 S-j = A u t ( Z 3 )
e Aut(G) torna-se desnecessária neste momento, em função dos 
resultados obtidos com a análise anterior, pois, la, carac­
terizamos completamente o grupo Aut(G).
Mas, se tivéssemos iniciado o estudo deste grupo pela 
análise do homomorfismo f: Aut(G)—> Aut(ZZ3 X ZZ3 ) £ S-j , ob te­
ríamos o resultado que descrevemos a seguir.
Sabemos que Aut( Z 3 X ZZ3 ) £ S-| = G L ( 2 , Z 3 ) . Então, o dia­
grama
Aut(ZZ3 )-----A u t ( 2 2 )£ S-,-------- >  S ]
A
f
Aut(G)
pode ser reescrito como
GL(2,ZZ3 )—---^  GL(2,ZZ3 ) -----[e j
f
Aut(G)
Seja, então, o homomorfismo / : A u t ( G ) G L ( 2 , 2 3 ) e 
considere c*. é K er(/). Isto é, f(<x) é um automorfismo trivial 
p ^ 
de ZZ3 . Portanto, o<[a) - a e c<(&) = b . As possíveis i-
~ i j k magens para o , sob c<, sao: c<(a) = a b o , i,j = 0 , 1 , 2 e
k = 1 , 3.
E fácil verificar que k = 3 não define um automorfismo 
de G e, como todas as escolhas para i e j são possíveis, te­
mos Ker(/) = 2 3 X ZZ3>
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Podemos observar que, assim, recebemos apenas uma das 
informações obtidas pela análise do caso em que a escolha 
foi H = ZZ4 .
Para destacarmos o resultado obtido pela análise deste 
grupo, reescrevemos este resultado em forma de teorema.
2T e o r e m a : Seja o produto semi-direto 6 = ZZ 3 XIZZ ^ , isomor­
fo a um subgrupo do grupo A (2 a2Z3 ) , onde elemen -
o _tos de ZZ4 atuam por conjugação em TLg , com a açao dada
(0 2
1 0
Nestas condições, o grupo Aut(G) pode também ser in­
jetado em A(2,2Z3 ) e herda a estrutura de produto cindido
o
de A(2,ZZ3 ) , cindindo da forma ^ 3 X1 1 6 ^ 2  .
No capitulo seguinte, demonstramos um teorema para uma 
classe de grupos que abrange G, recebendo uma generalização 
do resultado acima.
CAPÍTULO VI - GENERALIZAÇÃO: Aut(G)<  A(n,ZZp )
No capítulo anterior, estudamos o produto semi-direto
OG = Z Z ^ X l Z ^  , considerado como subgrupo do grupo afim
A(2,ZZ3 ) . Verificamos que o grupo Aut(G) também cinde e é
isomorfo a um subgrupo do grupo A(2,2Z3 ) .
Este resultado nos motivou a buscarmos uma generaliza­
ção deste grupo G. Gostaríamos de encontrar um grupo que 
seja um produto cindido, que possa ser injetado no grupo à- 
fim, cujo grupo de automorfismos também cinda e seja isomor­
fo a um subgrupo do grupo afim.
2Com esta finalidade., no lugar de TL^ tomamos o grupo a-
beliano elementar ZZp , p primo, e formamos uma extensão se - 
mi-direta deste grupo por um grupo cíclico ZZ^ . A ação de
conjugação de elementos de 5Z^ em ZZp e dada por:
a) = cao _1 , onde Y V z q ->Aut(ZZp):<? Vc » e e sufi-
ciente definí-ía para n geradores a  ^ de 2Zp , obtendo expres-
1 ^ 1 i m2i mni «sões da forma oa^° = a \ «2 • * • a n • Como TL pode
ser tratado como espaço vetorial n-dimensional , vamos consi­
derar seqüência ( m ^ ...... m nJ.) como vetor em Z p (a imagem
do j-êsimo vetor básico) e a acão ^  em a.GZZj? será des -' o j p
crita, então, por uma matriz M = (m^j) de G L ( n , 2 p ) , com
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a convenção comum de apresentar vetores-imagens como colunas.
Além disso, encontraremos a situação do subgrupo H de 
algum grupo G tal que todos os seus automorfismos possam ser 
realizados por conjugação em G. Então, considere o homomor-
fismo V : Nq (H ) —> Aut (H ) : u -> Y* , onde )^ u atua por conju­
gação em elementos de H: = uhu"^ , u 6 Ng(H) , h e H .
No caso de G finito, para que Im(X')= Aut(H) e necessá­
rio e suficiente que ^Ng(H) : Zg(H)^] = o(Aut(H)). Por isso ,
introduzimos a noção que segue.
Defi ni ç ã o : Dizemos que um subgrupo H de um grupo finito G é 
versátil quando há a igualdade [Nq (H) : Z q (H)^ = o(Aut(H)).
A generalização que buscamos será descrita no teorema a 
seguir, onde precisaremos das seguintes definições:
Defi ni ç ã o : Seja G grupo finito e M espaço vetorial sobre o 
corpo K. Uma representação T é um homomorfismo T:g-^ T(g) de 
G em G L (M ).
Defi ni ç ã o : Uma representação T é fiel se T é injetivo.
Defi ni ç ã o : Seja T uma representação de G em GL(M) e seja N 
um subespaço de M. N e subespaço invariante de T(G) se 
T ( N ) C N .
Defi ni ç ã o : Uma representação T :G G L ( M )  é irredutível se 
os únicos subespaços invariantes de T (G ) são os triviais.
Teorema : Seja G = Z ^ X Z Z q  , p primo, e seja d : ZZq -> GL ( n ,ZZp ) :
o -> M uma representação fiel de ZZ^ , onde á(TZ^) é versátil e 
M não tem valor próprio 1 .
Naturalmente ker(V“) = Zç(H). Temos Im(^) =
46
Nestas condições, o grupo Aut(G) tem uma injeção natu­
ral no grupo afim A(n,Z?p ) e possui a estrutura de produto
cindido 2 ”>JK, onde
K " NGL(n,ZZp ) V
Se L e irredutível, a ordem de Aut(G) e p n.( pn - 1 ).£p(q) •
Demonst r a ç ã o : A demonstração do teorema sera dividida nos 
seguintes p o n t o s :
1. Aplicação injetiva G £ * A ( n , Z p ) ;
2. Número de cópias de ZZ^ em G ;
3. As pn cópias de ZZ são conjugadas ;• H
4. Homomorfismo Aut(G)-^ S^ , k = pn ;
5. Conjugações por h &  2Zp atuam como translações ;
6 . Existe uma única copia de Z p èm G ;
7. Automorfismos de G levantam-se para A(n,ZZp ) ;
8 . A unicidade do levantamento e
9. Ordem de Aut(G) para £. irredutível
1. Aplicação injetiva G Q A ( n , 2 Z p )
Seja a c 1 6  G. Como a pertence a um subgrupo ZZp , que 
corresponde ao espaço vetorial ZZp sobre 2Zp, e a ação de 
conjugação por o no grupo z "  , corresponde ã ação da matriz
r
M^ G L ( n , 2 Z  ) , é natural anotar o elemento ac?1 em forma der
um par (a, M 1 ) (entendendo que a é um vetor), isto ê, defi-
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nir um monomorf i smo 0  : G -> A(n >^Zp) : a e 1-» (a, M 1 ) . 
Verificamos que 4> e homomorfi smo :
{ac^){bc^) = ac^bc^ = ac^bc 1"c1'e'* = a 'f ^  (b ) c 1 =
c
= {a + M 1 (Z>) , M 1 + J ) = (a, M 1 ) (Z>, MJ ) .
Obviamente <j) e injetivo, pois temos unicidade de no­
tação para elementos de G, na forma a c 1
Graças à injeção de G em A(n, 7L ) , podemos
fazer cálculos em G tratando seus elementos como pares 
(a, M 1 ) 6  A ( n , ZZ p ) .
2. Número de cópias de Z? e m G
_________________ !_____________ g________
Vamos verificar que cada elemento da forma ac gera uma 
copia de 2Z^ . Para obtermos isso, verificaremos que a ordem
desse elemento é q.
i 1-1 k i Temos que {ao) = ( 2 .  M {a)).c , o que orovamos a
k = 0
seguir por indução:
Primeiro passo indutivo:
i 0 i Para i = 1 ■=£> {ac)' = { z .  M K { a ) ) . c l = \{a)c = ac.
k = 0
Em seguida, vamos supor que a igualdade vale para arbi­
trário, mas fixo, i = j - 1 :
(ae) ^ 1 = ( Z .2 M k (a)).cj "1 
k = 0
e verificamos a validade da fórmula para i = j :
{ac)^ = {ac)^  ^. {ac)^ = ( 2Ü- M^(a)).cd ^).{ac) =
k = 0
Assim, temos (ae ) 1 = fcc1 , b €: z ” .r
Em seguida, vamos calcular a ordem de ac.
Como temos unicidade de notação para elementos de 6 na
forma i c 1 , o fato que b a 1 = e implica, em b = e e o 1 = e. 
Esta última igualdade implica em q|i, ja que o (o) = q.
Então, o menor candidato para a ordem de ac e o número
q. Calculamos a parte transiacional de (ae)^, que e igual a
q - i  k
( S L  M (a) ) . 
k = 0
c>"1 k aNotamos que ( ^  M )(M- I) = - I e, em seguida,
k = 0
que - I e a matriz 0 (lembre que TL —^  6L(n ,ZZ ): c MM r
e representação fiel), assim como (M - I) é inversTvel, jã 
que M não tem valor próprio 1. Em conseqüência ,
q_1 k q_1 kZ L  M K = 0 e ( ^ _  M )(a) = 0(a) = o .
k=0 k=0
Então, cada elemento da forma ao gera uma copia de TL
Diferentes a, b G  TL*} geram cópias diversas de TL , poisr H
bo £  «  a o ^  implica em 3  ba = (ac)1 , o que implica em
i
i = 1 e a = b . Como a G. 7Zn , temos tantas copias de TLP q
quantos a é  2 ^ , isto é, pn .
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3. As pn cópias de ZZ são conjugadasH
Vamos verificar se duas cópias de ZZ^ são conjugadas. 
Dados dois geradores de TL , ao e a'e, vamos verificarM
se existe que os conjugue. Para isso, é necessário
que (2>, I ) (a, M)(2>, I ) " 1 = ( a ' , M) ,
o que é equivalente a
(fc, I)(a, M) = ( a \  M)(2>, I) .
Então
(b + I (a), IM) = (a\ + M(Z>), MI), 
que implica em
b + a = a' + M(&) (1 )
IM = MI (2)
A igualdade da equação (2) é óbvia.
Da equação (1 ), temos
b - M(Z>) = a' - a =?> (I - M)(2>) = a 1 - a.
Em virtude da existência de (I - M)  ^ (como notamos 
no ponto 2 ), temos
b = (I - M ) " 1 (a' - a ) .
Assim, para duas copias quaisquer de TL , encontramosH
b S  2Zn que as conjugue. Logo, temos que as pn copias de P
ZZ são conjugadas,H
4. Homomorfismo A u t ( G ) , k = pn
Como temos k = pn cópias conjugadas de TL , obviamen­
te automorfismos de G vão permutar essas k cópias. Assim,
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temos homomorfismo g : Aut(G)-> S^, que age permutando os 
k subgrupos 2Z . Mas, em vez de considerarmos um índice kH
como elemento do conjunto ^ 1 , 2 , ...» pn ] , vamos pensar 
em k como vetor de 7L1} . Veremos que, desta forma, estasr
permutações correspondem a translações em T L .
5 . Conjugações por b 2Zp atuam como translações
\ n "
Indicaremos as pn cópias de 2Zq por meio de vetores
Os automorf i smos de conjugação por elemento b 2 p em
ae £  ZZ^ ( 'f^i.aa)) resultam em translações em ZZp :
tb (aa) = b{ao)b  ^ = bacb  ^ = baab ^o ^o =
= abfa (b~'[)c = ab{fo {b))  ^a .
Associamos T^(aa) (a + b - M (b), M), ou nelhor, 
T b : (a, M ) —> (a + b - M(Z>), M) = ((I - I) + (a, M)
Desta última expressão, temos que (I - M)(fc) = d . 
Como já sabemos que ( I - M ) " ^  existe, para cada b 6 zz"r
temos um elemento d G. TL , pois se b percorre Z p , então d
também o fará.
E n t ã o , temos [ T b ((a, M)) = (á, I) + (<z, M) ,
-1com b = (I - M) (á)
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6 . Existe uma única cópia deff^ em 6
Vamos supor que e 1 e de ordem p. Mas e 1 não comuta com 
n - 1  vetores linearmente independentes (LI) de Z p pois, se
comutasse, M 1 ^ )  = a ^ a e ' 1 teria n - 1  valores próprios 1 .
0 polinómio minimal de M 1 , neste caso ( A - l ) n ~ \  d i ­
vide o polinómio característico V  .(X) e o quociente
(X- D n - 1 y .(A) tem grau 1. Assim, M 1 teria n-esimo va- M 1
1 or própri o l :
M
/
Como supomos (c 1 )'3 = e, temos
I = (M 1 )p rKf
P
h  \1
•
♦
•
1
1 w
1 = 1 e
\
M 1 rJ
Daqui, teríamos qji e M 1 , contrário ã hipótese, te­
ria ordem 1 4* p .
Assim, verificamos que não há outro elemento em G, de
ordem p, que, junto com n - 1  elementos LI de Z p , possa gerar 
uma outra cópia de Z ^  .
7. Automorfismos de G levantam-se para A ( n , Z p )
Seja o ^ Ê A u t ( G ) .  Vamos considerar que <=■<: atua na cópia 
de G em A(n,2Z ) . Neste caso,c< e definido em | e-j ,. .. ,en , ,
onde [e iJ 6 base para Z p e M G G L ( n , Z p ) tal que = I .
Qualquer automorfismo «< leva Z p em Z p ( Z p é carac­
terístico, já que não tem outra cópia de Z p em G, veja pon­
to 6 ) .
No Capitulo 5, ponto 5, mostramos que Aut(Z^) = G l ( n , Z  ).r r
Então oc, restrito a Z p , será dado por uma matriz, que ch ama­
remos Aoc, A ^ G G L f n . Z p )  .
Suponha inicialmente que ®<(M) = M. Neste caso, temos 
^  ^ 1 * •••» ^ J [a^ (e-j), ..., (en ), M] .
Como c*- é automorf i s m o , temos, para a 6 Z p >
<*[(0 . M).(a, I)] = <*(o, M ).oC(at I).
Do termo ã esquerda da igualdade, temos 
* [ ( 0 . M ) . (a, I)] = <*(M(a), M) = ( V * ( a ) ,  M).
Do termo ã direita da igualdade, temos
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oC( 0 , M ). oC (a, I) = (o, M).(*<(a), I) = (o, M) . ( A ^ ( a ) , I) =
= (MA^(a), M).
Então, V  A-M(a).= MAA a )  , que implica em 
<z 6 2Zn 
P
A^M = M A ^  . Como A ^  é inversTvel (pois A,*, e  GL(n , Z p ) ), se­
gue e>^  tem que ser tal que A ^ M A ^  = M, ou seja, A ^  deve 
pertencer ao centralizador de M em G L ( n , Z p ) .
Vamos verificar se e possível realizar <=<: por meio de 
conjugação em A ( n , 2  ) , isto é,. veremos se existe um parr
(t ,N ) £ A (n ,Z ) tal que
j (t ,N )(o ,M )(t ,N ) - 1 = (o,M) (1)
[ ( t , N ) ( e 1 ,I)(t,N ) " 1 = (A^(e.), I ), i =l,...,n (2) .
Da equação (1), temos: (t, N)(o, M) = (o, M)(t, N) , 
que equivale a (t + N ( o ) , NM) = (o + M(t), MN), que implica
em l t = M (t ) (3)
^ NM = MN (4)
Da equação (2), temos: ^  (t , N ) (e . , I ) = (A^ (e •) , I ) (t , N ),
U i é n  1
que equivale a (t + N(e.j), NI) = (A^( e ^ ) + I(t), IN), que im­
plica em f t + N(e.j) = A^fe.,.) + t (5)
[ NI = IN •
Claramente, a última igualdade não impõe nenhuma restri­
ção ã matriz N.
Com as equações 3 - 5 ,  formamos o sistema
V.
(I - M ) (t ) = o ( 3 1 )
N M N ' 1 = M (4 1 )
V  N (e i ) = ( 5 1 )
1 4 i é n
Da equação ( 3‘), temos t = o, pois M não possui valor 
próprio 1. Da equação (5' ), temos N = A ^  , que satisfaz 
também ( 4 1) .
Assim, o automorfismo e realizado por conjugação 
pelo elemento (o, A ^ ) G A ( n ,  2Zp ) .
Em seguida, suponha que /3êAut(G) atue em M assim: 
fb (o, M) = (d, M 1').
Considere o automorfismo cx^  ^ , induzido por conjuga­
ção em A(n, Z p ) pelo par ((I - M i )~^(d)> ) , onde
N.jfcGL(n, 2Zp ) satisfaz a igualdade N ^ M N ^  = .
A existência de N i estã garantida, pois d(2Zq ) é 
versãti 1 .
Defina «<-= / 3 o   ^ • Note que <*(<>» M ) = (o, M), e n ­
tão oC q induzido (como a nossa análise anterior mostrou) 
por conjugação por um elemento do tipo (o, A<*J , onde 
Ac*-G ZA(n ZZ ) En t ã o > p> = °<o <^dji é induzido
por conjugação pelo produto (o, A ^ H Í I - M 1 ) ^(d), N . ) =
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8 . A unicidade do levantamento
No ponto 7, provamos que <jp(G) é versátil em A(ri, z p ). 
Agora, mostraremos que Z ^ n ^  j ( <t> (G )) = { e ) > 0 ^ue equi­
vale ã constatação que N ^ n ^   ^( 4> (G )) —> Au t (G ) é uma bijeção.
Seja (t, N ) Ê N ^ n ^  jí^ í G) ) - Se (t, N) pertence ao
P
centralizador, então atua trivialmente também em Zpe<|>(G). 
Mas (t, N ) (d , I)(t, N)”"* = (a, I) para todos a G zjj , isto é,
\J- (t, N )(a, I) = (a, I)(t, N) , significa 
n
P
y: ) t + N (a ) = a + t 
n 
P
a & T L n
a Ê Z Ü  I N = N
o que implica em N = I, então (t, N) = (t, I).
Se (t, I) (o, M)(t, I ) ’ 1 = (o, M), isto é, se 
(t, I) (o, M) = (o, M )(t , I), temos (t, M) = (M(t), M) , de 
onde vem que t = M(t), o que implica em t = o.
Daqui , temos ZA (n>ZZp ) ( ^  (G )), = { (°» 1 ) j = [ e ^ .
9. Ordem de Aut(G) para d irredutível
Vamos assumir, neste ponto, que M seja irredutível sobre 
ZZ . Note que os vetores e-| , M(e-|), M n- 1 (e,) são line-r
|yarmente independentes pois, se M (e^) €? u, onde U =
e-j , M (e i ), M*<”^ (e^)'^> para algum k < n - l ,  isto im-
56
k+ splícaria que M (e-|)€U (o que se demonstra indutivamen­
te) e este fato significaria que <^e-|, M k" ^ ( e i ) ^
geraria um subespaço invariante não-trivial com relação ã 
ação de M, contrário ã hipótese de irredutibi1idade.
Então ^  3  v = 2 _  u -M n" (e ) (1) „
v e 2Zp u 1 ,...,un e z z p i=o 1
Note que o conjunto
P = q ' 1 i 'i A & GL (n , Z Z J  : A = 2L. u-M1 : u . é Z Z n l (2)
P i=0 1 1 P )
está contido no centralizador H = Z~. , TL )) .GL(n ,ZZp ) q
Em vista de (1) e (2), no; centralizador H temos m a ­
trizes com a primeira coluna pré-fixada:
\/ -3 A( e-i ) = v .
v £ o AGH 1
Então o ( H ) ^  pn - 1 . Para provar a desigualdade inver­
sa, tomamos A £ l r . , ^  . (M) e escolhemos a base de S n
( 5 p ) P
de vetores e^ = M 1 ^(e-|). Se conhecemos A(e-|) = v, temos
A (e.) = AMJ ” ^ (e -| ) = M ^ A ^ )  = Mj _ 1 (v) .
Então, o fato que A centraliza M, irredutível, e a pri­
meira coluna de A determinam toda a matriz A.
Temos que Aut(G) = j (t, N) G  NA(n ,ZZ ) \ •
A parte transiacional de Aut(G) corresponde ã ação de 
elementos (a, I) por conjugação em A(n, 2Zp ) . Como obtemos
todas as translações em ZZp , temos
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o ( A u t ( G ) ) = p". o (Ngl(i)jZ )(d(2Zq ))) .
Mas d(ZZq) e versátil, então:
Normalizador/ ~ *,,+ (77 \
/ Centra 1izador “ ' q^ ‘
Então, a ordem do normalizador é o produto das ordens do 
centralizador e de Aut(Zq) . Dai, temos que a ordem do nor­
malizador é (pn - 1 ). Cp(q ) e, conseqüentemente,
0 (Aut(G) ) = pn .(pn - 1). Cp (q) .
Está demonstrado o teorema.
Por último, mostramos que as hipóteses: a) C  e fiel e
b) C(7L ) é versátil são necessárias para a validade daH
nossa tese.
a) Vamos supor L\ T L —> ZZS C. GL(n, Z p ) , onde s = ^  . 
Se r f  1 , temos e s I . No entanto, em Z ^  temos o automor- 
fismo °^s + i : c? e S + 1 , mas <j):G->A(n, Z p ) : e (o, M) e
(<t> 0 «s.llUI " <t> (oS + 1) = (0, H).
Então, Ker(6 ) não seria trivial. Assim, não teríamos
distinção, em matrizes, dos elementos e e c~ , entao- nenhum 
automorfismo de matrizes conseguiria distinguir dois diferen­
tes elementos da imagem inversa
b) E claro que, em geral, nem todo subgrupo de G é v e r ­
sátil, por exemplo, subgrupos do grupo abeliano tem normali­
zadores triviais. No entanto, poder-se-ia suspeitar que os
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subgrupos cíclicos dos grupos matriciais sobre um corpo f i ­
nito gozassem desta propriedade. Para remover a suspeita da 
redundância da nossa hipótese, damos um contra-exemplo: 
Sabemos que o(Aut(ZZ )) =(^(q).
Seja rp = o ( GL (n , ZZp )) = (pn -l)(pn -p) ... (pn - p n _ 1 ).
r e, como queremos ter Aut(ZZ ) imagem homomorfa der M
‘ 'rp •
r 23 = 222 .23.24 .
Como a ordem de um subgrupo divide a ordem do grupo, te­
mos q
um subgrupo de G L ( n , Z  ), então queremos (q )
Consideremos n = 2, p = 23 e q = 11 .
Neste caso, 11
Como q = 11 é primo, pelo 19 Teorema de Sylow, existe 
cópia TL 1 1 em GL ( 2 , 2 2 3 ).. Por outro lado, Aut(2Z-j-j)= TL-jq ■=
= ZZg X 2 5 , e como 2Z1Q e cTclico e 5 110, TL-jQ possui sub­
grupo de ordem 5, que também seria subgrupo de GL(2, TL2 3 ) . 
Mas 5'|,o ( G L ( 2 , 2 2 3 ) ) • Então, 2Z-j-j não é versátil em 
GL ( 2 , ZZ2 3 ) .
v
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